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HOMOLOGIE DE L'ESPACE DES SECTIONS D'UN FIBRE

CLAUDE LEGRAND

Abstract. For a fiber bundle with a finite cohomology dimension and 1-connected

base B and 1-connected fiber F, we obtain the homology of the section space by an

E'-spectral sequence. In the "stable" range the ii'-terms are the homology of a

product of Eilenberg-Mac Lane space of type K(HP~'(B; irpF), i) (the same as

those of the £'-spectral sequences which converges to the homology of the func-

tional space Hom(ß, F) [10]). The differential is the product of two operations: one

appears in the E'-spectral sequence, which converges to the homology of Hom( B, F);

the second one is a "cup-product" determined by the fiber structure of the bundle.

This spectral sequence is obtained by a Moore-Postnikov tower of the fiber, which

generalizes Kahn's methods [9].

Moore [13, p. 201] a posé le problème suivant:

Si B est un espace compact, existe-t-il une suite spectrale qui relie la cohomologie

de B et l'homologie de l'espace fonctionnel des applications continues de B dans un

espace (n - l)-connexe?

Pour un fibre F -» E -* B, de base B, de fibre F et d'espace total E, vérifiant les

conditions:

-c'est un fibre de Serre, de base connexe par arcs, 1-connexe,

localement compacte, de dimension cohomologique finie,
t   V  )

-sa fibre est connexe par arcs et 1-connexe,

-sa projection admet une section.

On montre que l'homologie de l'espace des sections de ce fibre est l'aboutissement

d'une suite spectrale. Dans un domaine appelé "stable" les termes initiaux sont

donnés par l'homologie d'un produit d' espaces d'Eilenberg-Mac Lane, où apparaît

la cohomologie de la base. La différentielle est le produit de deux opérations: une

opération de type cohomologique déterminée par la fibre du fibre; une opération du

type cup-produit déterminée par la structure du fibre.

Généralisant la suite spectrale de Kahn [9], cette suite spectrale est obtenue à

partir d'une décomposition de Moore-Postnikov du fibre.

Cohen et Taylor [4] utilisent une décomposition cellulaire de B. Ils imposent aux

espaces considérés des conditions plus fortes, mais calculent alors toute l'homologie

de leurs espaces fonctionnels à coefficients dans un corps.
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I. Notations. On se place dans la catégorie des espaces (pointés quand on le

précisera) ayant le type d'homotopie d'un CW-complexe. Pour deux tels espaces B et

K, l'espace des applications continues de B dans K est noté Hom(i?, AT). Le

sous-espace des applications continues pointées de (B, 60) dans (K, *) est noté

Hom'( B, K ). Les espaces fonctionnels sont munis de la topologie compacte ouverte.

L'espace B étant fixé, on note T le foncteur section au-dessus de B et T' sa

restriction à la sous-catégorie des applications pointées. Pour un fibre F -» E -» B,

on notera simplement TE.

Nous dirons que l'espace K est de dimension cohomologique finie / si H*(K; Z)

est de type fini, Hr(K\ Z) = 0 si r > l et H'(K; Z) est sans torsion.

On désignera par G un groupe abélien.

L'espace d'Eilenberg-Mac Lane associé à G et à l'entier n, obtenu par réalisation

du complexe simplicial K(G, n) sera également noté K(G, n).

Le nième groupe d'homologie réduite de l'espace X à coefficients dans G est noté

Hn(X; G).

II. Suite spectrale de Kahn des sections d'un fibre.

1° Construction. Soit un fibre F -» E -* B avec B et F connexes par arcs et

1-connexe. On désigne par Ep une décomposition de Moore-Postnikov de / [16].

Pour p < q < + oo, Fjf -* Eq -» Ep est un fibre dont la projection sera encore

notée /. La fibre Ffj est le aième système de Postnikov [16] de la fibre Fp du fibre

F -* F -* Fp, où Fp est une décomposition de Moore-Postnikov de F -* *. On a

iTjF* = TT¡F    si p < /' < q < +00,

iTjFß = 0        sinon,

d'autre part E° = B.

Soit E°° la limite inductive des Ep. Si B est un CW-complexe, localement

compact alors r£°° est faiblement homotope à TE et H^(TE°°; G) est isomorphe à

H,(TE; G) [16].

On suppose que / admet une section 5. Par composition, elle induit une section

encore notée s: B -» Ep. Pour p < q, on note F¡¡ -* Ej¡ -» B le fibre induit par s du
/

fibre Ffj -» Eq -> Ep et on pose £~ = Ep.

Pour p' < /> < a < +00, F¡¡ -» £/. -» £/. est un fibre, le fibre F/ -» £/ ->5a

une section notée j, la restriction, au-dessus de TEP,, du fibre

T£; -» Hom(£, £/,) -» (Hom(£, £/.), j)

donne un fibre

T/£/ -» r£/, -♦ TE¡..

TE est ainsi muni d'une filtration décroissante: {s} c • • • c TEp+1 c TEp c

• • •  c T£ ainsi que H*(TE; G), en posant pour n > 0 et p > 0

&>HH{TE; G) = lm{H„(TEp; G) - tf„(r£; G)).
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Théorème 1. Soit un fibre F -» E -* B vérifiant les conditions (*€). La suite

spectrale qui commence par le bigradué Ex^ = Hp+q(TEp, TEp+y G) si p + q > 0,

p > 2 et q~^ —l et Ex = 0 sinon, converge vers le bigradué associé à la filtration

^*H^(TE; G).

Cette suite spectrale sera appelée suite spectrale de Kahn des sections d'un fibre.

Si B est réduit à un point on retrouve la suite spectrale de Kahn [9].

Le lemme suivant montre que cette filtration de Hm(TE; G) est régulière [2].

Lemme 1. Soit X -» C -» U un fibre où X est (m - l)-connexe, U un espace

1-connexe de dimension cohomologique finie l avec l < m — 1. Alors TC est

(m — 1 - l)-connexe.

Démonstration. Pour * > 0, 7T* TC est limite d'une suite spectrale [3, 7] dont le

terme initial est Hr(U; ■¡r_sX) oùs<0et/- + .s<0et0 sinon. Pour * > 0, 7r,rc

est donc nul si i < m — 1 — /.

Pour /' = 0, la première obstruction à l'existence d'une homotopie entre deux

sections de j est un élément de Hm(U; tTmX). Ce groupe est nul si m > / + 1.

Toutes les obstructions suivantes sont alors nulles d'où le résultat.

2° Domaine stable, calcul des premiers termes. Dans le cas particulier où F -> £

-» B est un fibre trivial, alors H*(TE; G) est égal à H#(rlom(B, F); G) et est limite

d'une suite spectrale [10]. Si de plus F est un produit d'espaces d'Eilenberg-

Mac Lane

F=   XK(n,F,i),
i

cette suite spectrale dégénère et on retrouve un résultat évident:

H^Hom^B,  X *"(*•,£,/)]; g)

est obtenu par des extensions à partir du bigradué

MM = r/JxHom(/î,^,F,i)),    X    Hom(2?, *(*,.£,/)); G)
\ i»p i>p+l i

qui est, dans ce cas, le terme Ex   de la suite spectrale de [10].

Par un argument de connexité, on trouve que, pour p + q < 2(p - /), Mp est

isomorphe au bigradué:

Apq = Hp + q(rlom{B,K(irpF,p)); g).

Ceci nous conduit à introduire un domaine qui sera dit "stable".

Convention. On dira que le couple d'entier (p,q) est dans le domaine stable si

q<p-2l.
Remarque. On a

A,.q - hp+Á}< *(#'-'(£; *,F),i); g).

Considérons un fibre F -> £ -» B vérifiant les conditions (#).
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Lemme 2. Pour tout couple d'entiers ( p, q), on a

Ap,q = Hp+q(TEp + x;G).

Démonstration. La fibre Fp+X du fibre Fp+X -» Ep+X -> B est un espace de

type K(wpF,p).

Ce fibre est principal puisque sa base est 1-connexe et que sa fibre est un espace

d'Eilenberg-Mac Lane. Comme il admet une section, il est trivial et Ep+X est

isomorphe à B X K(tt F, p), d'où on a TEP+X isomorphe à Hom(£, K(ttdF, p)).

Ta projection des fibres Fp+X -* Ep^> EP + X définit, en utilisant le Lemme 2, un

morphisme de bigradué, noté HTf: Ex -* A.

Théorème 2. Dans le domaine stable, HTf: Ex -* A est un isomorphisme.

Démonstration. L'espace TEP+X est (p - 1 - /)-connexe. D'après le Lemme 1,

TE +l est (p — /)-connexe d'où pour p ^ l + 1 et -/ < q < p — 21, d'après le

lemme [15, p. 469] (qui se prolonge au cas non orientable) le morphisme HTf est un

isomorphisme.

Pour p = /, un raisonnement classique d'obstruction montre que E}_¡ est iso-

morphe à A,_¡.

3° Cas des sections pointées. On munit l'espace des sections pointées de / d'une

filtration induite par celle de TE. On a

jr¡(Hom(B,K{vpF,p))) = ir¡(Hoirí{B,K(irpF,p)))    si i * p

et

TTp(Hom(B,K(TrpF,p)))=*p(F).

Théorème 3. Les termes Ex de la suite spectrale de Kahn des sections pointées

d'un fibre, vérifiant les conditions (c€), s'écrivent dans le domaine stable

El, = HpJx_K{Hp-ÍB; ^pF),i); Cl

On a des résultats analogues pour la cohomologie de l'espace des sections d'un

fibre vérifiant les conditions ((ë).

III. Calcul de la différentielle dans le domaine stable. Remarquons que la différen-

tielle dr: E'pq -» ErpJrrq_r_f est de bidegré (r,-r - 1).

1° Invariant d'Eilenberg. Le fibre principal ep+1: £/++,2 -» Ep + 1 -* £/ + 1 a une

fibre de type K(irp + ,£, p + 1). Il est donc classifié par une application

p: BxK(TTpF,p)^K(TTp + fF,p + 2).

La classe de p dans HP + 2(B X K(ir F, p); Tp + fF) est lepième invariant d'Eilen-

berg du fibre ep + 2 [17]. Nous noterons encore p l'application de B X K(irpF, p)

dans B X K(-Trp + lF, p + 2) définie par (6, /) -» (6, p(b, t)).

Soit le bigradué

®„q = Hp+q(Hom{B,K(vp+fF,p + 2));G)
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et

HTp: A -» 3i

le morphisme de bigradué qui se déduit de l'application p précédente. On appellera

ce morphisme de bigradué "invariant d 'Eilenberg."

2° Morphisme lié à la transgression. Rappelions les définitions. Soit un fibre S?:

X -* C -* U, avec C contractile. Soit

Hn(j):H„(C,X;G)^Hn(U;G)

le morphisme déduit de la projection j du fibre S? et

8y.H„(C,X;G)-*H„_1(X;G)

l'isomorphisme de connexion du couple (C, X). Le morphisme

détermine un isomorphisme inverse de l'isomorphisme de transgression t du fibre:

t: Im<p -» Cokertp.

Prenons pour fibre S?, le fibre

Se : Hom( B, K (irp + fF,p + l)) -> Hom(B,L)^* Hom(£, K(ttp+1F,p + 2))

déduit du fibre universel

K{wp+1F, /> + l) -» L -» K{mp+lF, p + 2).

Le morphisme <p, défini ci-dessus, détermine un morphisme de bigradué, encore

noté <p: A -* 38 de bidegré (-1, +2). On l'appellera morphisme lié à la transgres-

sion.

3° Calcul de la différentielle dx.

Théorème 4. La différentielle dx de la suite spectrale de Kahn des sections du fibre

F -» £ -* B, vérifiant les conditions (*€), est un morphisme de bigradué, de bidegré

( +1, — 2), calculée, à partir de l'invariant d 'Eilenberg HTp et du morphisme <p lié à

la transgression (voir plus haut), par la formule

<p°HTf°dx = HTp o HTf,

où HTf: Ex -» A est le morphisme de bigradué déduit de la projection desfibres.

Démonstration. Pour calculer la différentielle dx, on peut se restreindre au cas

où la fibre n'a que deux groupes d'homotopie en utilisant une décomposition de

Moore-Postnikov. En effet, on a le diagramme commutatif suivant, où p recouvre le

pième invariant d'Eilenberg p et (g, g) est le morphisme de fibre obtenu par

décomposition de Moore-Postnikov.

Fp+l      -     Ep:2     -     B X K(«p+1F, p + 1)
g

E -»     £/+2     -* BXL
g p

Ep+X      ^     Ep + X      -*      BxK(np+lF,p + 2)
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Ce diagramme donne, en passant aux espaces de sections au-dessus de B, un

diagramme commutatif dont les verticales sont encore des fibres.

Par fonctorialité de l'homomorphisme bord du couple obtenu par inclusion de la

fibre dans l'espace total, le composé HTp ° HTg:

Hp+q(TEp,TEp+y, G)H^Hp+q{TEp+2,TEp:2; G)

H^Hp+q(Kom(B,L),Hom{B,K{7Tp+1F,p + l));G)

s'écrit

(1) HTpoHTg = 8^x°g*°8,

où 8<¿, est défini plus haut, 8 est l'homomorphisme bord du couple (TEp, TEp+l) et

g,: Hp+q_f(TEp+y G) - H^.AjEtf; g)

est déduit de g.

A partir des projections des fibres, par fonctorialité, on obtient:

(2) HTp°HTf=H(j)°HTp°HTg.

La différentielle dx est définie par l'homomorphisme bord du triple TE +2 c

T£ +1 c TE . Les morphismes HTf et g* sont obtenus par décomposition de

Moore-Postnikov. On a donc la formule:

(3) HTfodl = g.°8.

Les formules (1), (2), (3) donnent le résultat.

Corollaire 1. Dans le domaine stable, la transgression r du fibre ¿f, transforme

l'invariant d 'Eilenberg en la différentielle d1.

Démonstration. Dans le domaine stable HTf est un isomorphisme. Il en est de

même pour

H(j): Hp + f(Hom(B, L),Hom(B, K(vp + lF, p + 1)); G)

-» tf, + ,(Homi>, K(Vp+lF, p + 2)); g).

Le morphisme <p devient l'isomorphisme réciproque de la transgression t du fibre Sf

et le Théorème 4 donne la formule dx = t ° HTp où on a identifié les bigradués Ex

et A par HTf.

Corollaire 2. Pour q < p - 21 - 2, on a

2        Ker(T° HTp)
E1   =

"■"       lm(r°HTp)

Démonstration. Pour q < p - 21 - 3, l'expression de Epq se déduit du corol-

laire précédent.

Pour q = p - 2/ - 2, dx a pour source Ep_lp_2l. D'après le lemme [15, p. 469],

HTf: H2p_2l_f(TEp_f,TEp; G) - H2p_2l_l(Hom(B,K{irp_1F,p - l)); g)
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est surjectif. C'est-à-dire que, pour le calcul de Epp_2l_2, tout se passe comme si la

source de dx était remplacée par H2 2l_f(Hom(B, K(trp_fF, p - T)); G) d'où le

résultat.

4° Généralisation. Supposons que toutes les différentielles d' soient nulles pour

/' < r, alors Expq = E2q = -■- = Erpq et

d': Hp+q(TEp,TEp+r) -* Hp+q_f(TEp+r,TEp+r+l)

vérifie la formule <*'.*- 8r, où *: Hp+q(TEp, TEp+r) -» Hp+q(TEp, TEp+1) est

surjectif, et 8r est l'homomorphisme de connexion du triple TEp+r+l c TEp+r c TEp.

On a

où

• m est le morphisme lié à la transgression du fibre:

Sf: Hom(£, K(*p+rF, p + r)) -* L - Hom(£, K(vp+rF, p + r + l)),

• HTfr est associé à la projection du fibre

J7 __*   F    __*  I*P + r
^p + r np        np       '

• HTf est, comme plus haut associé à la projection du fibre

^p + r+l C'p + r ^p + r        )

• p est l'invariant d'Eilenberg, déduit de l'apphcation classifiante du fibre

pp+r+l     . fp+r+1     .   pp+r
Zp + r -> ¿p -* ¿-p       •

//„(r^.n?^)

\ HTf, \ HTf

Hn{TEp+r) H„_f{TEp:rx)

HTP\ /<f

H„(Hom{B,K(wp+rF,p + r+l)))

IV. Etude des opérations qui interviennent dans la différentielle d1. On note

ir = irpF, -n' = tTp + 1Fct H¡(tt, p, *') = W(K(tt, p); ff')-

Proposition 1. Lepieme invariant d'Eilenberg [p] e Hp+2(B X K(tr,p); <n') du

fibre

ep + 2: B X K(v', p + 1) -» £/+2 - 5 X K(tt, p)

s'écrit comme une somme [p] = [p°] + [p2], où [p°] G Hp + 2(ir, p, it') est l'invariant

d 'Eilenberg de la fibre F et [p2] e H2(B; Hom(w, w')) est lié à la structure du fibre.
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Démonstration. La décomposition en somme de la cohomologie d'un produit

donne:

Hp + 2(B X K(tt,P); »') = H°(B; Hp + 2(tt, p, tt')) ® H'(B; Ext(77,77'))

@H2(B; Hom(77,77')) e HP + 2(B; 77').

Comme B est 1-connexe, on a HX(B; Ext(77,77')) = 0. La restriction de p g [p] à

£ X {0} induit la projection

Hp + 2(B X K(tt,P); 77') -> Hp + 2(B; 77').

Cette projection envoie [p] sur la classe d'une application classifiante de la restric-

tion du fibre ep+2 au-dessus de B. Cette restriction est le fibre trivial F/+V -» £/+2

-» B, donc l'image de [p] par cette projection est nulle.

Précisons comment opère chacune de ces classes. Pour cela, rappelions que le

cup-produit sur les cocycles

Z*(A,,*r) 0 Z2(A?, Hom(77,77')) - Zp+2(Aq,w'),

défini à partir de l'évaluation 77® Hom(77,77') -» 77', détermine une application

simpliciale, notée

K(ir,p) X AT(Hom(77,77'),2) -^ K(m',p + 2).

On déduit de la proposition précédente que le morphisme Tp: Hom(£, K(tt, p))

-* Hom(£, K(7r',p + 2)) s'écrit

Tp(s) = p° ■ s + p2 Uj,

où p° e [p°], p2 g [p2], et p° • s: b -» p°(î(6)) et p2 u 5: 6 -» p2(6) U s(b).

Application. Si, par exemple, G a une structure de corps, alors l'invariant d'Eilen-

berg

HTp: Ht(Hom(B,K(w,p)); G) -> H+(llom(B, K(ir', p + 2)); G)

s'écrit

HTp(x) = p(H*(p°-s), f/t(p2Us))

où j e je et /i le produit de Pontryagin [1] de Hm(Hom(B, K(m', p + 2)); G).

Remarque. Interprétation des classes [p°] et [p2].

[p°] est l'invariant d'Eilenberg lié à la fibre £.

[p2] est lié au fibre principal associé au fibre F -» £ -» B. En effet si celui-ci est

un fibre trivial, alors T£ est égal à Hom(£, £) et on retrouve [10] que d1 s'exprime

en fonction de HTp0. Si le fibre n'est plus trivial mais que F est un produit d'espaces

d'Eilenberg-Mac Lane, alors p° est nul et dx s'exprime en fonction de HTp2.

V. Exemples.

A. La fibre est une sphère homologique. Soit (Y, y0) un CW-complexe pointé,

(n - l)-connexe. Soit un fibre, W -* V -* B, localement trivial, de base B connexe

par arcs, 1-connexe, localement compact, de dimension cohomologique /, de fibre W

de dimension cohomologique m.
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L'espace Hom(F, Y) est isomorphe à l'espace des sections au-dessus de B d'un

fibre

Uom(W,Y) -+JT-+ B

qui admet, naturellement, une section et qui vérifie les conditions (W) si n > m + 2.

En appliquant le Théorème 1, on trouve:

Proposition 2. Hm(Hom(V, Y); G) est l'aboutissement d'une suite spectrale dont

le terme initial, dans le domaine stable, est

Elq = Hp+q(llom(B,K{«p(Hom(W,Y),p)));G)

et Ex    = 0 si p ^ n — 1 — met q < —l.

Applications. 1° Si T est un espace d'Eilenberg-Mac Lane, Y = K(R,n), alors

H*(Hom(V, K(R,n)); G) est l'aboutissement d'une suite spectrale dont les termes

E1, dans le domaine stable, sont

El„ = Hp+q(rlom(B,K(H"p(W; R),p)); G).

Remarquons qu'alors la fibre Hom(W, Y) a une structure de groupe abélien. Ces

invariants d'Eilenberg sont nuls [14] et la différentielle dx s'exprime en fonction des

invariants d'Eilenberg HTp2 (voir §IV) liés à la structure principale du fibre

Hom(W,T)-.Pf-£.

Si de plus la fibre W est une w-sphère homologique, il n'y a, dans le domaine

stable, que deux colonnes non nulles. La seule différentielle non nulle est

¿m.  pi _> pi
'   ^n — m.q n,q- m-1'

Proposition 3. Suite exacte de Gysin.

W -* V —» B étant un fibre de fibre une m-sphère homologique,   vérifiant les

conditions (<€), on a

Io Pour q < m - l,

Hn_m + q(Hom(V, K(R,n)); G) = Hn_m + q(Hom(B, K(R, n - m)); G).

2° Pour m-l^qszn-m-2l-l,

■■■ H„_m + q+1(Hom(B,K(R,n - m)); G)^ Hn_m+q(Uom(B,K(R,n)); G)

- H„_m+q(Hom(V, K(R, n)); G) ^ H„_m+q(Hom(B, K(R,n - m)); G)

-►  •••  -+ H„_p[Hom(B,K(R,n - m)); G) ^ 0.

Supposons que le fibre W -» V -* B soit localement trivial, de groupe structural

opérant sur W avec un point fixe. Ce fibre admet une section nous permettant

d'identifier £ à un sous-espace de V. Alors Hom((F, B), (Y, y0)) est isomorphe à

l'espace des sections au-dessus de B d'un fibre Hom(W, Y) -> jî?-> B.
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Supposons que W soit une w-sphère homologique, avec n > m + 2, alors ce fibre

vérifie les conditions (#). On a donc le résultat: H*(rîom((V, B), (Y, y0)); G) est

l'aboutissement d'une suite spectrale qui, dans le domaine stable, commence par

Ex_q = Hp + q{rlom{B,K(TTp_mY,p));G).

On peut appliquer ce résultat, par exemple pour V espace total d'un fibre en

sphère S" de groupe structural O(n).

B. La base est une sphère homologique.

Proposition 4. Soit F -» £ -» S" un fibre vérifiant les conditions (<€) dont la base

est la sphère S" et la fibre un produit (peut-être infini) d'espaces d'Eilenberg-

Mac Lane. Alors pour r < n — 1, les fibres

ep + r+x: S" X K(irp + rF,p + r) -> Ep+r+x -» Ep + r

sont triviaux.

Démonstration, (a) Pour n = 2 alors r = 0 et

ePp+x: S" X K(vpF,p) -> £/+1 -* £/

est un fibre trivial.

(b) Supposons n > 2, montrons le pour ep+2. On a vu, Proposition 2, §IV, que le

classifiant p de e£+2 s'écrit [p] = [p°] + [p2], où

[p°] £ Hp+2{K(<npF, p); iTp+fF)

et

[p2]G//2(S";Hom(77p£,77/, + 1£)).

£ étant un produit d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane, on a [p°] = 0 et comme n =t 2,

on a H2(S"; Hom(mpF, TTp + lF)) = 0. On a donc

£/ + 2 = S" X K(*pF,p) X K(trp+fF,p+ l).

(c) Supposons que tous les fibres ep+,+x sont triviaux pour i < r < n — 1,

c'est-à-dire que

Ep+¡+x = SnXK(TTpF,p)x ■■■ XK(*p+iF,p + i),

alors ep + r+x est trivial.

En effet, ce fibre est classifié par

[p] g Hp+r+x{S" x K(ttpF,p) x ■ ■ ■ XK(vp+r_fF, p + r - l); wp+rF).

Or pour r < n - 1, cet espace est égal à

Hp+r+x{K(npF,p)x ■•- XK{ntp+r_fF,p + r - \); mp+rF).

La restriction de [p] est nulle puisque £ est un produit d'espaces d'Eilenberg-

Mac Lane.
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Remarque. On peut obtenir le même résultat sans supposer que £ est un produit

d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane, en utilisant les propriétés des équivalences d'homo-

topie de F [6].

Soit (k — 1) la connexité de F, d'après la proposition précédente, le fibre ek+"~x

est trivial.

Pour m < k - 2, un argument de connexité montre alors que

HJT'E) = H^T'Et"-1) = H^a-Fr-1) = Hm(Sl"F).

Proposition 5. Soit un fibre F -» E -» S" vérifiant les conditions (#) dont la fibre

est un produit peut-être infini d'espaces d 'Eilenberg-Mac Lane, alors pour r < n — 1,

les différentielles

Ar.   pr     _>  pr
"    •   np,q ^p + r.q-r-l

dont le but est dans le domaine stable sont nulles.

Démonstration. Ce résultat est vrai pour dx: Ex -* Ep+Uq_2. En effet, d'après

le Théorème 4, §111, 3° la différentielle dx vérifie:

yoHTfod1 = HTp o HTf

Hp+q(TEp,TEp+l) t Hp+q_f(TEp+l,TEp+2)

HTf l l HTf

Hp + q{TErx) Hp+q_f{TEp:2)

HTp\ S <f>

Hp+q(rlom{S",K{vp+fF,p + 2))).

Si le but de dx est dans le domaine stable, alors <p et HTf sont des isomor-

phismes. La nullité de p implique celle de d1.

En utilisant le résultat du §111, 4°, on le démontre par récurrence pour tout dr

avec r < n — 1.

Notons Ep (T'E) et Ep q(ÇlnF) les termes des suites spectrales associées respec-

tivement à H+(T'E) et i/*(Hom'(S", £)). On a pour q < p - 2n

EXJT'E) = £,2W(T'£) = • • - = E"pfqx(T'E) = Ep"fqx(Q"F) = --- = Expq(Ü"F).

En imposant des conditions aux groupes d'homotopie de £, on peut obtenir, pour

m < 2k — 2«

Hm(T'E) = Hm(TL"F).

Pour m = 2A:-2« + l, apparaît un terme Exkk_2n+X dans le domaine non stable.
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En effet si Hom(TTkF,77¿+„_,£) est nul, alors la différentielle d" l:  Ek0-*

£¿+„_!,_ „est nulle, pourvu que k > 2«. Alors on a

Hk_1(T'E) = Hk_1(Q"F).

L'obstruction suivante est dans Ext(77ft£, 7r¿+„£) ffi Hom(77¿+1£, irk+„F). Si on

suppose par exemple que irk+nF = 0,on obtient Hk(T'E) = Hk(iï"F) —

Exemple. Soit un fibre £->£-» S3 vérifiant les conditions (c€) avec £ 5-

connexe.
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Table

£'

H,(K(H2(B;^).4))SH2(B:^)

OH,(B; *6) 9 H,(fC(H\B; *„).i))

H2(B;%)®(r/3(B;%))

"6

ff,(*K.3))

//„(*( ff2(fl;,r6),4))

®ff6(K(ff3(B;,r6).3))

0
0

«6(^("6.3))

//,(*( ff2(B;,r7),5))

©//7(k(//3(B;*7),4))

0
0

//7(K(*7,4))

HS(K(H>(B;«<,),3))

0
0

W6(K(H>(B; ,7),4))

0
0

tf6(K("7.4))

H7(if(//3(B;T8),5))

0
0

W7(*-(t8.5))

H2(B;*6)

0
0

ff2(B;,r7)

ff2(B; *,)

0
0

W2(B;%)

"2(B; %)

0
0

ff3(«;"e)

ff3(B; ir7)

ff'(B;ff7)

"7

"7

ff3(B; tt8)

tf3(B; *„)

H3(B; ir,)

ff3(B; *,)

Dans chaque case du tableau précédent, on a calculé

E^-H^HomiB^i^F,?)))

avec p = 6, 7, 8, 9 et ç = 1, 0, -1, - 2, - 3,

Io homologie à coefficients quelconques;

2° homologie à coefficients rationnels, ir ¡F signifiant alors homotopie rationnelle

de£;

3° même cas que 2° avec de plus B = S3;

4° homologie à coefficients quelconques et B = S3. On obtient:

Io Dans tous les cas

H3(T'E) - H\B; ittF) = H3(Hom'(B, F)),

ce que l'on savait déjà en utilisant le théorème d'Hurewicz.

On a la suite exacte classique donnée par le "coin" d'une suite spectrale:

H^T'E) -+ //5(tf(tf3(£; ir6F), 3)) * H3(B; irnF)

-» Ht(T'E) - H2(B; it6F) -> 0.
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2° Dans le cas rationnel, E¡_x est nul, ££L3 = E¡_3 = H\B; t78£) et £7°°_2 =

E\_2 = H2(B; ir-jF). Donc on a

//4(r'£) = tf2(£; 776£) © H\B; 777£),

i/5(T'£) = H2(B; 777£) © #3(£; 778£),

et les suites exactes, en utilisant le Corollaire 2, §111, 3°

H2(B; 776£) © H3(B; ir6F) ^ tf3(£; 779£) -+ 7/6(T'£) -+ £»_ 2 - 0,

avec

H2(B; 776£) © H2(B; ir6F) -+ tf2(£; 778£) -+ £8» 2 -» 0.

3° Si de plus £ = S3, on obtient

//4(r'£) = 777£,   //5(r'£) = W8£,  //6(r'£) = 779£.

4° Si l'homologie est à coefficients quelconques, avec £ = S3 et £ du type

K(ir6F, 6) X K(ir-,F, 1) X K(irBF, 8) X £9, alors dx est nulle, ce qui donne

//4(r'£) = 777£=/i4(ß3£),

et on a la suite exacte (*):

H6(T'E) - H6(K(ir6F,3)) C Wg£ ̂  H5(T'E) - //5(K(t76£,3)) - 0.

Si Hom(776£,778£) est nul, alors d2 est nulle et H5(T'E) = H5(Q3F), et on a la

suite exacte:

0 - 778£ -» //5(r'£) -* #,(*(«•«£, 3)) - 0.

Si seulement 779£est nul, on rajoute à la suite exacte (*)

Q-* H6(K(w7F,4))-* H6(T'E).

Si 779£est nul et Hom(776£, 778£) est nul, alors on a la suite exacte

0 - tf6(#(777£,4)) -> H6(T'E) -» H6(K(ir6F,3)) -» 0.

On peut aussi obtenir des résultats sur certains invariants d'Eilenberg. Par

exemple, dans le contexte précédent, si on sait que H4(T'E) = H2(B; it6F), cela

signifie que £"_3 est nul, d'où

El_t = Hs{k(H3(B; ir6F),3)) * 0

et

d1: El_f -* £7,_3,       df * 0,

ce qui implique (notations §IV), [p°] ou [p2] # 0.
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